
5 水素様原子
現在、実際の化学問題を検討する立場にいます。最も単純な実際のシステムは、単一の電子が一
つの原子を周回している水素様原子です。この解法は、任意の原子核電荷にも適用され、時折水
素様系と呼ばれます。このような系には H,He+, Li2+, などが含まれます。水素様系には電子間
の反発相互作用が含まれていないため、この章ではこれらの系の解析的な解を取得しようとしま
す。

5.1 水素原子の波動関数の球状部分
5.1.1 L̂2 演算子と固有値
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= β（← const）なぜなら L.H.S. と R.H.S. はまったく独立しているからです。
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剛体回転体と同じですので、β = 2IE

h̄2 前のページと同じです。
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ですので、
L̂2Y ml = h̄2l(l + 1)Y ml (θ, ϕ)
Y ml は ψ = R(r)Y (θ, ϕ) の一部であることを覚えてください。
ですので、
L̂2ψ = L̂2RY = RL̂2Y = Rh̄2l(l + 1)Y = h̄2l(l + 1)ψ

水素波動関数の L̂2 演算子の固有値。
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5.1.2 L̂z 演算子と量子数の関係 |m| ≤ l…m = 0,±1,±2,…,±l

思い出してください、 Calc III−−−−−→
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唯一役立つのは L̂z であり、その一部を示します。
全ての Y (θ, ϕ) は Y (θ, ϕ) =W (θ)eimϕ という形を持っており、m = ±0,±1, · · · です。
L̂zψ = ////L̂ze

imϕ = ////(−ih̄) ∂∂ϕe
imϕ

= ////h̄meimϕ

= mh̄ψ
ψ から L̂2 と L̂z の固有値を取得できるので、
それらは交換しなければなりません。
したがって、
L̂2
zψ = m2h̄2ψ
また、
L̂2ψ = l(l + 1)h̄2ψ
なぜなら、
L̂2 =

(
L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z

)(
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z

)
ψ =

(
l(l + 1)−m2︸ ︷︷ ︸ )h̄2ψ
L̂2
x + L̂2

y どちらも正である必要があります。
l(l + 1)−m2 ≥ 0 m と l はどちらも整数です。
|m| ≤ l · · ·m = 0,±1,±2, · · · ,±l
これは一般化化学 I から期待される通りです。

実験 3
付録を参照してください
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5.2 水素様原子の放射部
5.2.1 量子数の関係 1 ≤ n & 0 ≤ l ≤ n− 1

Eq 2 & β = l(l + 1) から、次の方程式が導かれます。
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これらの解はすでに数学者によって表を作成されています。
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ここで、a0 = ϵ0h
2

πmee2
は関連ラゲール多項式を表します。

この解を用いると、n は正の整数でなければならず、1 ≤ n です。
この解を使って、以下のエネルギー固有値が導かれます。
En = −Z2e2

8πϵ0a0n2

放射部の解には関連ラゲール多項式が含まれているため、量子数 l は整数で、0 ≤ l ≤ n− 1 と制
約されます。
これにより、一般化学 I の別のトピックが確認されます。

実験 4
付録を参照してください。

実験 5
付録を参照してください。
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5.3 無次元方程式 (原子単位)
水素原子のシュレディンガー方程式を思い出しましょう。[

− h̄2

2me
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4πϵ0
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r

]
ψ = Eψ · · · 1⃝

1⃝ に使用されている座標は (x, y, z) です。
今、次のように設定しましょう。
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 ⇒
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すると、 ∂
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1
r′ となります。

1⃝ は以下のようになります。[
− h̄2

2meλ2
∇′2 − e2

4πϵ0λ
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r′

]
ψ(x′, y′, z′) = Eψ(x′, y′, z′)

λ を選び、次のようにします。

h̄2

meλ2
=
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4πϵ0λ︸ ︷︷ ︸ ⇒ λ =
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2

mee2︸ ︷︷ ︸ = a0︸︷︷︸
次元はエネルギー 距離の単位 ボーア半径
これをEaと呼びます
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これを 2⃝に代入しましょう。
Ea

[
− 1

2∇
′2 − 1

r′

]
= Eψ

⇓ [
−1

2
∇′2 − 1

r′

]
ψ(x′, y′, z′) =

E

ϵa
(x′, y′, z′) · · · 3⃝

注意： E
ϵa
は次元を持っていません。

また、x′, y′, z′ および d
dx′ なども次元を持ちません。

=

x
λ

したがって、 3⃝ はまったく次元を持たないです。//

⋆ これらの単位
(
a0(ボーア半径)
ϵa(原子単位)

コンピュータープログラムを簡略化します。
（物理問題を数学問題に変換）
宿題
原子単位のエネルギー式を導出し、原子単位を kJ/mol に変換します。これはボーアのモデルと
どのように比較されますか？
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次の 2 つの章では、双原子系について取り上げます。これらの複雑な問題を解決しようとはしま
せんが、原子単位を使用することで、特にコンピュータープログラムを記述する際に問題を単純
化できることを知ることは良いことです。ここでは、H2 分子と H+

2 イオンのハミルトニアン演
算子をのぞいて es ます。
■ 最も簡単な多原子系 H2 および H+

2 のハミルトニアン演算子
（H+

2 は下線付きの項を含みません）
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